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pues, el método traditional, except en el CapAtulo 13 final, donde se esboza el tratamiento més moderno. El author se ha visto influido fuermente a lo largo de los afios por las fuentes més essential de material sobrerelativity: J. Gerretsen, Lectures on tensor calculus and differential geometry, P. Noordhoff: Goningen, 1962. IS Sokolnikoff, Tensor
analysis and its applications, McGraw-Hill: New York, 1950. Synge y Calculus, Toronto, Pressors: Toronto , 1949. W. Pauli, Jr., Theory of Relativity, Pergamon: New York, 1958. R. D. Sard, Relativistic Mechanics, W. A. Benjamin: New York, 1970. Bishop y Goldberg, Tensor Analysis of Manifolds, Macmillan: New York, 1968. Por supuesto, desde el
punto de vista geométrico la obra definitiva es L.P. Eisenhart, 1949. El author desea agradecer la ayuda prestada en la correciéon de errores Sand tipogryporloscos. imperfectorstroms, concussion. Professor of Mathematics and Fort Hays State University and John C. Beam Professor of Mathematics at the University of Missouri. Reconocimiento se

extienje asimismo al editor, David Beckwith, cf. Muchas Sugerencias utiles. Riemann Geometry, Princeton University Press: Princeton, N. DAVID C. KAY in Lal) Uuto Lalntul O 1. EINSTEIN 1 1.1. 1.2. 1.3. 1.4. 1.5. en totals Totals .........ccccceerrrieireriiiiiieeennnn. . Substitutions .........ccccceeeeil Kronecker and manipulative algebras ..... 2232.1.2.2.2.3.2.4.2.5.
2.6. 2.7. LINEAL BASICA PARA TENSORES ............... Introduction .........ccc.ceees s enn . lineales and formas cuadrAjticas Transformaciones lineales ..............cccccceue ov ... Transformaciones generales de coordinantes ........ ........ 9912121314 15 3.1. 3.2. 3.3. 3.4. 3.5. 3.6. Cambios de coordinantes .............. lo. Tensors de primer orden ..............
e Invariants ........coccoeeiiieiiieiiienn + e, Tensors de orden SUperior ...................... El tensor de espuertosCartesian tensors ...................... 27 31 32 33.34374.1.4.2. 4.3. CON Operaciones fundamentales Criterios de tensoralidad Ecuaciones tensoriales ...........c.cccoeevurevneiinnnnnnn. .49 49 EL 5.1. 5.2. 5.3. Introduction ..........ccccceeevueiieinnnnnnns Length Ide
arco en el espacio eucléo . ... ... .......... Generalized metrics; El tensor métrico ..... "~02.'-"1].MT. L V011 Lal) itulo 3. 5. 4¢a¢ a¢ a¢ acacacacac.a¢ " 51 52 59 59 59 60 in CONTENTIDO 5.4. 5.5. 5.6. Indices ..... 63 64 65 Lalntulo 6. LA DERIVADA DE UN TENSOR ......ccecu....... 6.1. Inconvenientes de la derivacion ordinaria. . .. ..............
6.2. Sambolos de Christoffel de primera especie. . ............... 6.3. Sambolos de Christoffel de segunda especie. . .............. 6.4. Derivatives of covariance. . . ............. ... .. .. . . ... 6.5. Derivation absoluta a lo largo de unacurva. . ............. 6.6. Tensor DerivationRules. .. ....................... 79 79 79 81 83 84
867.7.1.7.2.7.3.7.4.7.5.7.6. RIEMANNIANA DE CURVAS Introduction . . .. .......... ... Lines of longitude and Ajngulos en una métrica indefinida ............... Curvasnulas . . ... Curvas regulares: tangent unitario vector. . . .............. Curvas regulares: normal major
unitaria y curvatura ......... Las geodesicas como arcos mas cortos . . .. ................ 97979798 1001001038.1.8.2.8.3.84. DERIEMANN. . . . ... ...t Riemanntensor................ ... iiiinenn... Propiedades deltensorde. .. ................... Riemann curvature. . .. ......... ...,
Ricci'stensor. . ....... ... 119 119 121 124 Capiitulo 8. DE CURVATURA Lalntulo 9. 9 .1. 9.2. 9.3. 9.4. 9.5. 10.1. 10.2. 10.3. 10.4. COORDENADAS 135 Curvatura cero y métricaeucldea. . ..................... 135 Espacios riemannianos planos . . . ..............ui..... 137 Normal Coordinates . ............
.................. 139 El de Schur'stheorem. ................................J41 Einstein'sEltensor. . .............................. 142 EUCLIDEUS ..................Introduction ................................... Teoria de curvas; El Treedrospoke. ....................curvatureand twisting. ... ....... ... ... . ... ........
normal surfaces. -. . . . ... e 151 151 151 154 155 TABLE OF CONTENTS 10.5.10.6. 10.7. 10.8. 10.9. 10.10. -"-"'. . . 'c...... T , 157 58 160 161 162 164 TENSORES EN MECANICA CLASSICA 11..1. INtroducCtion ......ocovuvinieiinieiiniiiieieieeeneeenen o 11.2. Cinematica de una particula in rectangular coordinator 11.3.
Cinematica de una particula enordinatenas curvilineas ...... 11.4. Newton's second law in curvilinear coordinates ...... 11.5. Divergence, Lapla51an, Rotation ................... 183 12.12.1.12.2.12.3. 12.4. 12.5. 12.6. 12.7. 12.8. Lintulo 13. EN RELATIVIDAD SPECIAL ................. Introduction .........cceevvivies ciivet v i, El espacio de sucesos ..........cceueeen oon .
El Grupo de Lorentz y la metric de la RE ............... Matrice de Lorentz simples ........... . ... ..... Implicaciones fisicas de una transformazion simple de Lorentz Cinematica relativista ................... ... ... mass, detonator and energy relativistsEcuaciones de Maxwell en RE ..............cc.ccovnnee. THE FOLLOWING VARIEDADA CAMPOS DE 13.1. Reception
....................................................... 13.2. Espacios vectoriales abstractos y el concepto de group ...... 13.3. The most important concepts of vectors ..........cccceeveeevvvieeiieeeiiceeeieeeeinnnne ...oe.. 13.4. Double algebraic definition of a vector space 13.5. Tensors sobre espacios vectoriales ......... ,............ 13.6. Theory of Variations ..........c.c.ccceeevvvvervnnenn. ... 13.7.
Espacio tangent; Campos vectoriales sobre Variades ...... 13.8. Campos de tensores sobre Variades ...... SUPPLEMENTARIOS 183 183 184 185 187 195 195 195 197 199 200 201 204 205 225 ,,-""-,Jil.cccovevnnen . .. B Y A ) GO RRPcr~r,~p ..... " U, ...CUly, .. ... V ' Una notacién por
de ....... en muchas expresiones algebraicas. En strategy is what exists as a whole. AsA pues, .11 .. JILJ ... Jlla el sAmbolo ordinary sigma and Andicena lx1+a2x2+a3x3 + ... + anXn == I aAjxAj i= 1 se convierte simplemente en aAjxAj, donde 1 ~ i ~ n se, accepta como rango universal de EJEM .1. La expresiA3n aijxk no indica suma" pero

rereivos 1 ~i~ny1 ~j~n. Sin =4, entonces aAjAjxk aAjjxj ID(UC~~S libres e un.lll\:t~~ aAjAjxk sum Y aijxj sA son sumas sobre los rangos == allxk +a22xk +a33xk b addxk == aAijlx1+ aAj2x2 + aAj3x3 + aAj2x2 + aA;3x3 + aAjAjxk ;1 En. expresién aijx j contiene dostipos Andices. El de sum, j, los enteros 1, 2, 3, ..., n, no puede ser
fijado. Pero al mismo es letra je es inesencial; y aivx v representative exact the sum of the definition which is aijx j , Portal razén, j se lama and Andice Mudo.Natese que, llamamos "libre" al Andice i en la expresién aijx j, esa A "libertad" estA;j en el de que generalmente, a menos que i = k, EM .2. Si n = 3, write en forma explicita las
ecuacionespresentadas por Dejando i fijo y sumando sobre r = 1, 2, 3, se obtiene 1 yAj = aAjrXr' 2 A EL CONVENIO DE SUMA DE EINSTEIN V'V1LAU1CL .. ', D' Ju, haciendo el ues libre i = 1, 2, 3, se obtienen las tres ecuaciones: + al2x2 +A13x3y2=a2lx1+a22x2+a23x3Y3=a3lxl+a32x2+a33x3Yi=QIXl;automatically
sum sobre los valores 1, 2, 3, ..., n del indice repetido. Salvo mencion expressa en sentido contrario, la tnica excepcmn a esta regla es el caracter n, que representatlve el rango de todas las sumas. Note 1. Cualquier Andice libre en una expresién tendra el mismo rango que los Andices de Suma, salvo que se especifique lo contrario. Note 2. Ningin
Andice puede aparecer made dos veces en una expresion Dada. EJ 1.3. (a) De acuerdo con la Nota 2, la expression aAjAijxAjcarece de sentido. (h) La expresién a)xjx;j journey interpreted as a)(xj)2. (e) An expression of the form aj(xj + yj) se is considered bien definida, ya que se obtiene por composicion de las expressiones ajzj Y Xj + Y| = zj,
corrected. Other. palabras, el Andice and se considered que aparece solo una vez en el término (xAj + yAj). Una expression puede container varios Andices de Suma. ASA, aijxiYj indica sumas simultAjneas sobre i, j. Si una expressién contiene dos Andice (mudos) de suma, habra un total de n 2 sumandos; si contiene tres Andices de suma, habra n 3
sumandos, etc. El desarrollo de aijxiYj puede hacerse sumando en primer lugar sobre i luego sobre j: aijXiYj =a 1jx 1Yj + a 2j X2Yj+a3jx3Yj+ ...+ anjxnYj=(allx 1Yl +a 12x 1Y2 + ... + ax 1Yn) [sumado en i] [sumado en j] + (a 21 X2Y1 + a 22 x2Y2 + ... + a2n x 2Yn) + (a 31 X3Y1 + a 32 x 3Y2 + ... + a 3n x 3Yn) El resultado es el mismo si uno
suma primero en j y después en i. EXAMPLE 1.4. Si n = 2, expression YA; =0, z : J: x (r, O) — polar coordinates of Q in the xy 3-2 plane [ x = rCOS6 y=rsen(JZ=27Z""").."A'-L UcossenIN GENERAL !T-1: Sip>0YO ~ B") IF: ~ B"), donde re, Xl = X2 = x3 = l.1:1z:enl(; , Xl sen cos sen X2 sen x 3 cos X2 =] X1? + (X2)2 + (X3)2 = c0S-1
(X3/J(X1)2 + (X2)2 + (X 3)2 = tan-1! T-1 : Otros autores . . ... A.'V.. '-" .. ""'U GXi/Gxi que apparante en (3.1) se GX 1 J= La matriz J es la matrix transformacién !T.colocar Iv una GX1GX 1 GX 2 GX 2 GX 2 (3.5) f == det y su determinant Jesel zXy J: y [ x x n, (1, 8) - coordinates polares para Q en el planoxy 3-3 = p sen (() cos (J = p sen (()) sen (J
Z=PCOS(() de la 30 TENSORES GENERALES) Se define en un sistema de coordinados curvifieas (Xi) a Un conocido teorema del analisis afirma que :T es localmente biyectiva sobre un abierto ult de Rn si y s6lo si =1= O en cada punto de ult Cuando el =1= O en ult y :T es de clase e 2 en Alt, (3.1) se llama un cambio allowed ig de coordinates for A
Itd. E] EM P10 3.3. Coordenadas curvinas del Ejemplo 3.2 are valid for areas Y X2 < O (ambas abiertas en el plano). Visa problem 3.1. X2 > O En un cambio admissible de coordinantes, la inversa :T - 1 (cuya Extencia local garantia el mencdo teorema) es también de clase e 2 en dll, la imagen de 1ult bajo :T. Ademas, si tiene la forma (1 ~i ~ n) en dll, su
matriz jacobiana J de :T- 1 es la inversa de J. Asa pues, (3.6) = 1, es decir, (3.7) [VA ©ase Exercise 2.42(a)]. Se sigue asimismo que ~ls:telllas de coordinatenas aiPIlr1liP1"'!.1I ,] = l/el.h~E;: MAiadelante necesitaremos sistemas coordenados que no estA;n ligados a las coordinatenas algu (rectangular [en modAoa 3.1 )] and define the distance in terms of
de andde longitud de arcos para curvas arbitrarily, con puntospresentados en abstracto por (xl, x2, , 4¢. , xn). Cada tal funcional de distance o mA®©trica serA; invariante bajo cambios admissibles de coordinantes y existsirAjn sistemas coordenados admissibles para cada mA®©trica. Bajo tales mA®©tricas, Rn sera en general no euclAdeo; por ejemplo, la
suma de Ajngulos de un triAjngulo no siempre seran n. Aunque los sistemas curvilAneos Presentados Antes estaban asociados explAcitamente a la mA®©trica euclAdea (ya que estésimosdimos) unAjecord estAin relacionados.1Ata fin. El punto fontose es que el espacio mA®©trico y el system coordenado usado parade decribir esa métrica son
completamente independientes uno de otro, exclusive en el Caso especial de las coordenas rectangles, cuya involAnadandaA U.dadakladlosa nAj. cambios de coordinatas Un objetivo basico del anélisis tensorial es el modo en que un cambio de coordinatas afecta la form en que se descriptionn las geometricas valuesmost ASA, en 31 TENSORES
GENERALES coordinates la de and de de and de radio a centraldo en el pero en polares, (3.2), tiene la sencilla equacién x i con el cambio, dramAjtico a veces, que sufre una Esta idea de los en el a. Lecturer EI is known, bajo cambio de por cambio del sistema coordenado estA; sino incluso de su ......... 1) R -nrA- .HA- """ = Sea un campo
vectolial ~ = definito en algén subconjunto f/ de Rn [es decir, para i la componente VI = VI es un campo escalar (function real) al variar x en f /]. In the admissible coordinate system de una regiA3n gA; que contenga a f/, las n components Vi, V 2, .4¢., V n de V serdn expresables como funciones reales; digamos, como en el system (Xi) y en el system (
Xi) donde (Xi) Y (Xi) estanthen (3.1) Y (3.6). Definition 2. El campo vectorial V es un tensor contraVARIAN de orden 1 (o vector contraVARIANT) sis sus components (Ti) y (Ti) relativas a dos sistemas coordenados or (Xi) y (Ti) obedecen laley de transformasi r EXAMPLE 3.4. Sea ~ una curva dada en el system Xi a-X i (1 ~ i~ n) (3.8) por El campo
vector tangente T = (Ti) se define por la ffrmula common de derivation Bajo un cambio deordinatenas (3.1), la misma curva viene dada en el sistema (Xi) por y el vector tangente a ~ en el sistema (Xi) tiene components Pero por la regla de la cadena dt oxr dt o sea lo que prueba que T es un vector contraVARIAN. (Noétese que como Té3lo se defines
sobre la curva, tenemos que Y = ~ en este campo vector specific). TENSORES GENERALES sustituir vector Aif'; (]A Ajn1ful fl1],(JWII.a711!1fP por peso w "peso” de donde w es una cierta una Definicien esvarian V 3. de tensor cooan orden sistemas co( ) rOen:10C)S (~) SI sus cOlmrlOl1lentes de 1I"r"' ..... "1~A.,..,...., (Xi) y (Xi) oDe ,aeCt~n vector
Sea Rn .Elgradide de Fse r~>" ..... ""r>t,ur,,, (3.10) rHIIUU"If]JlItp un escalar differentiable campo definido en un system coordenado (Xi) de como el campo vectorlal VF == (00~, ..., ox OF) oo~, n x X En un sistema de coordinatena con barra, el gradiente viene Giveno por VF = (OP/oji), donde F(i) ) == La regla de la cadena, junto con las relaciones
(3.6), dan Fo oP oF ox'ajA - ox' 0jA que no es sino (3.10) para TAj = aF/ax A, 1; = ap/ajA note 2. note 3. lot vectores .. de vectores les covariants, comoah,,.,,"L,,,,, en Rfl. Este uso "vectores" a sen conflict en tanto que los = Xi """~ ... .. r>Arr""C-nAnr1,,:>ni-a la application (i = 1, 2, ..., el vector (Xi) no la propiedad de transformacién de un 1" r'
C...... A asA que, para recalcar je hecho, nos referiremos a veces a él as a vector position. son del sistema y son de s1gn1flcaCLA3n de un vector y un vector AA]" dl. "L, 'Uy". Vr-AA"1L A, >nll",,,,,, 33 GENERAL TENSORS '- - 'L ... “A Porlay un o 'e,., == sr 1;. en todo sistema E de la """"","'u'u-, E= dF de modo que el Teorema 3.1 Claima que
el valor de do o ~ ')] == d [F(t)] (x!(t) es del sistema (Xi) elegido specificar la curva. Para visualizar esto vé ase la que muestra cA3mo es la composicién = F o (Xi (t)) en. Salta a la vista la application por completo el el system coordenado (Xl X2, x 3).Tensores de orden Sea V = (Vii) un campo de deflmdos "YI'TV1/'D2=Gi(1)vXA°yX2>0,yque
(2) A° es uno a uno entre x 2 < y X2 > O. The observable regions of the planes Xl x 2 estdn separadas por la recta sobre la cual el jacobiano de: Y cancel. (b) Del Ejemplo 3.2, J = X [ 2 luego A° A° vAjlido en ambas regiones x 2 > yx 2 < O. Y sobre X2 > 0, derived inverse transformation (1) y cambiando luego a las coordinatenas sin barra de nuevo, se
obtiene Wemos que sobre x 2 > 0, ] = J-1. Analogues, de (2), conx2 <0, 1 =[ (X 2)-1/2 and X1(X 2)-3/2] = [+(X 2)-1 A° -2 -}(X)-1/2 A° iX1(X2)- + i(X 2)-1 39 GENERAL TENSORS 3.2. Para las coordinatenas so bre la que !!I es "\I"%A!I",,,,,0 Ir > {(r, es y-eexlJ=eXlcosx2)12(Xsenx)0,-n/20, que es todo el plano Para g--1 tenemos, sobre el
semiplano derecho, ex 2 Xl ex2 - (X )2 + (X2)2 y port tanto cos X2 sen X2 sen cos Calculemos ahora J - I: 3.3 Si V = es un vector contravariante, probar que las derivativeas ciskales definitas en cada sistema coordenado, sesegA®°n la ley Derivemos ambos miembros de T} == oTi/oXi, 40 TENSORES GENERALES con usando resDe~;:;to Por la de la
-y, (2.15), oTroTroxsoij=o0oxsoij== \.:11"f f'H,,:A»n.nln. 3.4. Expressions Estas en y se llega a la flirmula buscada. y es and vector contravariante en Supongamos sistema (Xi). "-'a.Jl~uu.a]l (i.e.) in system (Xi), bajo el cambio (T) = (x 2, Xl coordinates) en el Xl = (X2? # O x2 = Xl To determine opposites, NA3tese que la fila superior de la
matriz jacobiana J entra en juego en el case i = 1 Y la inferior en el case i = 2. ] = Asé pues, que, en terminos de las coornana con barra, syn 3.5. Probar que se puede construir un vector contravariante cuyas sistema coordinated concrete series unos valores prefijados b, e, .. prefijados ser funciones del sean (a, b, e, ... ) == (ai ) los valores a signar en
el sistema ( Xi ) ) y por definicién los valores de (0) en (yi) e (yi) syn, respectively, Ti = ar(oi/oxY) y Ti = ar(oyi/oxr).o por la la cadena rule, QED 41 TENSORES GENERALES + es and vector coordinates Para evitar aU]Jl..,aH.,~, calculemos J - 1 en terminos de o Por cm/arllanICIa, (i = 1, 2) Para i = 1, mirando las der ivatives UUJI ."-'AUA"-"" en la...

., 11n"1""~"1 columna de J-1: Inalogament.e, para i = 2, usando la Port tanto, (1 ;) = U s ar el hecho columna de J - 1: del sistema (Xi) (except Xl = 1) en todos los que .bH~ml:)loes un vector af 3.5) para poner la eCllaClOn af x -= yax ay mAis Escribamos el = (al/ax, al/ay) == de (~), (X1, X2) al T:=-= axA ! - De nuevo, calculando....... "o 3¢e." JY su
= (x,y), (XI, X2) = (X, y) Y axr tenemos -x 2y asA que 42 GENERAL TENSORSpor luego ] = F(x), function solo de x; port tanto, f= F(xy) es la the general solution de (1). INV ARIANTES Probar el Teorema 3.1. Hay que demosare que si (Si) y (7;) son tensores del tipo y orden indicado, la candidad donde E = Si E == Si 7; es invariant respecto a cambios
coordenados, es decir, que E = Pues bien, Observemos que de manera que, a b vista de (3.7), Demonstrar que bajo cambios lineales de koordenas en ,Xi = a~xj(\a;1 =1 = O), la ecuacion de and hyperplano Aixi = 1 to the invariant supuesto que el vector normal (A i ) sea covariant. A la vista del Teorema 3.1 bastard probar que (Ti) = (Xi) es and tensor
afn contraVARIAN. Lo cual es immediate: que es la ley de transformacién (3.21). 2. ORDER 3.10. Supongamos que las components de un tensor contraVARIAN T de orden 2 en un 12 sistema coordenado (Xi) de son =1, T21 =-1 YT 22 = 2. (a) Hallar 1 = 1, T las components fU de T en el sistema (Xi) defined por O Xl = (X1)2 =1= x 2 (h) = X1 X2 The
calculated value of the values corresponds to fij en el punto que para abreviar el problem, lo'resolremos con matrices. (a) Describe Jii- =a-Xi=ax]J'1 ijXl =1, X2 =-2. 43 TENSORES GENERALES se de Esto es, Enel punto (1,-2), (h) 1'12 =2 (1) (-2) +2(1)2=-2122=2(1)2+ (2)2=61'11 =4(1)2 =4 1'21 = 2(1) (-2)-2(1)2 = -6 3.11. Probar

que si (Si) y (Ti) son vectores contraVARIANTS en R n , la matrix [U ij ] == [Si Tj] nn definitta asa en todo systém coordenado representa un tensor contraVARIANT de order 2. Multiplicando esque la la tenemos tensors appropriate. (The concept of "external product” of tensors will be discussed in chapter 4.) COV ARIANTES 3.12. ORDER 2 Probar
que si ~ son las componenti del vector coVARIENT entonces Sij == son las componenti de un tensor coVARIANT antisimétrico S. La antisimetrAa es obvia. De la ley de transformacion de o sea _ oxr oxs S-A-=S -l rs ax i ox j que establece el caracter tensorial cOVARIENT de S. 3.13. Si la colleccion (~) se transforma decon ~~ - ~~ 44 GENERAL
TENSORS que def un tensor 3.14. Sea U = (U i) un tensor ........ ey eeees " ,...,'1(a) 3.10: row 2. de 2. ""U]JI . 'vU]JIL.'U-]JI. las c~mponentes T1JUAjj = E es ","",,,-,,...,T].P..;T" uuve...... ", =021 =0, U 22 =x\Uij'silas TU y Tij son un En términos de la matriz jacobiana inversa, la ley de transformaciéon coVARIAN es Sustituyendo o 0J-1 = Xl hallamos X [~2

V=x2202x1x2 2(x1)20x2-2(x1)2 Xl de donde pueden deducirse las Vij' (b) Siguiendo con languaje de of matrixes, marks Que E es la traza (sum of diagonal elements) matrix TU T. y TENSORES GENERALES Pro bar el Teorema Observemos en V en co~)ralen,aa,lS CUr-1 = U-1. Ahora que si una matriz covariant entonces (J tiene inversa 11 por
el Problema 3. Invirtiendo ambos miembros de esa ecuacion que = 1, obtenemos de orden 2) U tiene inversa coordenadas con o sea, UA'-HAA.~A ~'A , a-plH~anlaOel Problema 2.13 y recordando contraVARIAN para U-1 [véase Problema 3.10(a)]. que es la TENSORES MIXTOS (T}) en '-'V'V.B.""-".ILJIU'U"""" si el tensor Section 3.1 or 3.16. The
general formula will give (T~ = TI) usando (2.16) puede reescribirse como (1) donde T = [T~]22 Y - J=[cos 8 sen 8 -r sen 8] r cos 8 es la matriz jacobiana de Transformation de(r, 8) to (x, y). AsA pues, -r sen 8] Ti] [cos 8 T~ sen 8 lettuce 8 sen = [ sen 8 lettuce r r r Ti lettuce 8 + Tisen 8 [ T! cos 8 + T~ sen 8 cos 8 - r'T~ sen 8 + rTi cos 8] -rTi sen 8 +
rT~ cos 8 :sunp]lIW;anldo el producto final mediante identidades trigonométricas: 1, [ cos 2 8 + Tisen 28 + T~sen2 8 1 sen28 1 cos 282sen28-T1--+ T2--+ T 2-2rr 2r NA3tese que T no tiene simetrAa de T: Ti = rr - 2: Ti sen 28 + rTicos 28 + 2: T~ September 28 T~ September 2 8 - Ti September 28 Ti + T~ lettuce 2 8 46 3.17. TENSORES
GENERALES Demostrar que el rI"'1r"' ........... f QAnt' mixtures of a tensor with an invariant. Cf(1) del Problema 3.16, tenemos (sea or no simétrico T): TENSORS 3.18 Escribir la ley dede a tensor de orden 3 que sea 2-contravariant y l-covariant. i, Tomemos p = 2 Y q = 1 en la Definicién 7 y, para evitar subAndices innecesarios, escribamos 1, s, t
enlugardeil, iz, JI' rl> r2, S1' Entonces da (3.14) , Sea T = (T:!zm) and tensor del tipo y orden sugerido por los Andices. Probar que == (T~) es and vector covariance. S = (1',.) La Jey de transformacionoén (3.14) para T es Hagamos 1 =i, m = ] y sumemos: TENSORES CARTESIANOS 3.20. Probar que el sAmbolo (ei) de permutaci®n define a tensor
cartesiano en . Se supone que eij estd definito del mismo modo en todo sistema coordinates rectangular. Si el cambio de coordinatedas es Xi = aijxj, donde (aij)T (a k1 ) = (b pq ) y laAjjl = alla 22 -al2a21 = 1 hemos de la ley de tensor cartesiano (3.22): (n = 2 ) Examine four possible cases separately: 3.21.i=j=1i=1,j = 2 ersalralsi = 2,j =.1
ersalrals = = = =2 ersa2ra2s = a 21 a 22 ersalra2s Demostrar que (a) los coeficientes como un tensor afn, y (h) la track cij Cu and all and 12 - and 12 all and all and 22 -and 12 and 2l and 21 al 2 -and 22 andll-and 22 a2l =0 =ell=1 =¢l2 = -1 = e21 = O = e2 2 de la forma cuadrAitica CijXixj = 1 transforman de (cij) it is an invariant cartesiano. 47
TENSORES GENERALES donde forma cuadratica pasa a ser 1 = eij(b~xr) (b~xS) == crsxrx s ¢ con rs = b~b~eij' Pero esta fo’rmula z es sino (3.21) para a tensor afn covariant of the order 2. Para una transformazién ortOQ()n3IL 3.22. tenemos Deducir la .siguiente identidad between sambolos y deltas de Kronecker: (3.23) En la identidad es n = 3,
luego seno 34 = 81 cases separated by appearance. Sin embargo, el siguiente razonamiento Reduce ese n®mero a solo 4: Sii = j o k = 1, entonces ambos miembros son cero. Por ejemplo, si i = j, entonces en la izquierda e,ij = O, Y en la derecha AiJ>jl - AjlA ik =0 Luego sélo hemos de tratar los casos en que i #-jy k #- 1. Tras written in detail la suma
de la izquierda, dos de los términos se annulan, ya que ij: (i = 2', j = 3') donde (1'2'3"') denotes alguna permutation de (123). AsA que sA3lo quedan dos casos, cada uno de ellos con dos subcasos. Case 1. €1'2'3,e1'kl #-0 (coni=2',j=3"'). Water,obienk =2'Y1 =30k =3"'Y1 = 2" In the first situation (3.23), the left member is + 1, and the right. In
the second situation, both members are equal to - 1, so you can check. Case 2. el'2'3,e 1'kl = O (coni = 2', j = 3'). Como k entonces el miembro de la derecha en (3.23) esiguala A2 '1,A3'1 -Si 1 = 1', set tiene AZkA3'l'-AZ'1'A3'kAZ'IA3'l'=1=1],0o0bienk=1'01=1".Sik=1"',0-0 =0 = 0 -0 = 0. Esto completeta el anAjlisis de todos los
casos y demuresa la identidad propuesta. 3.23. Sean dos sistemas coordenados (Xi) y (Xi) relacionados por fx 1 = exp(x 1 IY: ') 2 Ix = exp(x 1 + XZ) - XZ) (a) Approximate Jacobian matrix J y el jacobiano el . Probar que el #- O en todo punto de (b) Dar ecuaciones para !y-1. (e) The expected la matrizjacobiana J de ! y-1 y compare with J-1. 48 TENSOR
GENERALES Probar que si entences 3.25. es and vector covariant y are defined == TAj1j+ 1j es and tensor covariante symA®©trico. comAj:>anu con en todo system coordenaProblem 3. Probar que si (TA;j) determina un vector covariante y en cada system coordenado definimos at: ar.J=T:. I  axjaxi- IJ entence (TAj) es and tensor covariante
antisimetrico de orden 2. del Problema 3.3.] 3.26. demo Conversion la Equation differential af y-=xax a polares (usando el hecho de que Vf es and vector covariante) y solver f(x, y). 3.27. Probar que la forma cuadrAjtica Q = gijXixj es una invariante afin siempre que (gi) sea un tensor afin covariante. [RecAproco del Problema 3.21.a)] 3.28.
Demonstration of partial derivatives of an antivariant vector (Ti) with a mixed tensor of order 2. [Ayuda: 3.23. task.] 3.29. Probar que la delta de Kronecker (6~), definition of uniform todos los sistemase.s and tensor mixto de orden 2. 3.30. Demonstrar que el simbolo de permutaci®n (ei) de order 2, definito uniformemente en todo system coordenado,
no es (pese al Problema 3.20) covariante bajo cambios de coordinadas arbitrarias. [Ayuda: use X1 = Xl x2, X2 = x2, en el punto (Xi) = (1, 2).] 3.31. Usando (3.23), create la identidad known para el producto vectorial de three vectors, u x (y x o en form coordenada, (a) Probar que si (T~) es and tensor mixto, (I} + TI) no es en general and (b) Probar que
un tensor mixto de order 2, symétrico en un sistema coordenado dado, se transformarA; en symeétrico bajo cambios cuya matrix seaa ortogonal. 3.33. Demonstration: a) Si (I}) es and tensor mixto de orden 2, T: es and invariant; (b) si (S~k) y (Ti) son tensores del tipo y orden indicados, Sjr Tjes and invariante. 3.34 Si T == (T~n es) and tensor,
contravariante de orden 3 y covariante de orden 2, proba que S == (TVf) es and vector contravariante. 3.35. Demostrar que la derivative, dTldt, del tangent vector T == (Ti) = (dxijdt) a and the curve Xi = Xi(t) es and the affine contravariant of the tensor. ¢And the Cartesian tensor? 3.36 (a) Probar tensorialmente que el producto escalar uy == UiV
and de dos vectors u = (uAj) y and invariante (b cartesiano). ) Did you use una invariante afin? y = (Vi)es Vamos a ","", ,,C'"""'JLA.V.IL.1l ......... 1", ... 11 ."'"openlC14C) m;: : s dos tensores que i l) "...,.,-,.rl11.",.", CHIIIIU;s" and tercer tensor. combinaciones lineales Hagamos p = ry q = s en es claro que Comoley (3. en las COIffitlOI1lentes
tensoriales, es que los dos dados. y del mismo orden, y si. Al' en general, si ..., T p.' son Ap., son invariantes escalares , . .1.2, ..., entence (4.2b) es and tensor del mismo y Producto externo El producto externo external) de los tensores Sy T de orden m = p + q + r quees (q + s )-covariance NA3tese que EJ + s (sum de los A3rdenes 1) es el tensor Sy
(p + r)-contravariante y Dados dos tensores, S = (S}) YT = (1/,), el producto[ST] = (S} 1k) == (P}k) es un tensor porque 11- "11 6,,611 n 1>11"0 interno Para el producto de dos tensores se toman iguales un superior (contra' (ariante) de uno de ellos y un Andice (covariance) del otro y se effectAa la sum 49 50 OPERACIONES CON
TENSORES;CRITERIOS DE TENSORIALIDAD los contraVARIANT y coVARIANT se de los dos tensores, pomosngias premoser. = u = Ip en 1). Entonces el producto interno correspondence a ese par de Andices es De Vemos que exist ps + rq productos internos ST y Cada uno de ellos darA;j un tensor de orden en general, seren distintos entre sA.
m=p+q+r+s-2 EXAMPLE 4.2. Set tiene: Con los tensores S = (Sij ) y T = ('Iklm) formar el producto interno U = (Ul m) == (SUjTkum )' asA que U es un tensor de orden 3, l-contravariant y 2 - covariant. 4.3. Con (Tij) y (Tj) como en el Teorema 3.2, Como producto interno, el miembro de la izquierda define tensor mixto de orden 2. Ello constituy una
nueva demostracion (véase Problema 3.29) del caracter . Kronecker Delta. En el caso especial de que S sea un vector contraVARIANT y Tun vector coVARIANT, el producto interno ST es de la forma SiTj, que es un inVARIANT (Theorem 3.1). Ya que el tensor ST es de order m=p+q+r+s-2=1+0+0+1-2=0 un invariant puede verse como un tensor de
order zero. Kontraccion Another operation is rebaja el orden, like the front one, but useful as a separate tensor, es la contraccian de un par de Indices en un tensor. En el tensor S de (4.1) hacemos ia = u = jp ¥ sumamos sobre u; el tensor resultante (Exercise 4.7), S' = (Si.l ... U a¢ac¢ag ip) ItA-A-A-u ... }q (4.5) se lama una contracci3n de S en los
Indices, among others Y jp S' es (p - 1) contravariant and (q - 1) covariant. CONTENSORS OPERATIONS; CRITERIOS DE TENSORIAUDAD s= T= () U1]Jler:acl'onc~s )= PRODUCTO INTERNO PRODUCT~ 51 ~CCION combinadas Efectuando diversas operaciones succesivas de los tipos anteriores se pueden formar nuevos tensores de partirASA, uno
puede formar el producto externo de dos tensores y a contenido tomar su producto interno con un tercero, o bien contraer uno o mAjs pares de Andices, antes o despuA©s de hacer un producto. Interesa sefialar que a producto interno de dos tensores puede caracterizada como una contraccién de su producto externo: ST = Véase Figure 4-1. It is
possible to offer an alternative method of verifying tensorial caracter sin tener que apelar alas leyes de transformationas tensoriales. En pocas palabras, el principio eseste: Si se entonces puede demonsoras que el producto interno TV es un tensor para todos los vectoros T es un tensor. Esta idea se cita a veces como la rule del cociente para tensores
(formalized in el Teorema 4.2). Las siguientes affirmaciones constitute criteria utiles para el character tensorial y pueden deducirse todos ellos del Teorema 4.2. (1) (2) (3) (4) Si ~ == E es invariant para todo vector contravariant (Vi), entence (~) es un covariant vector (tensor de orden 1). Si ~j yi == U j son components de un vector covariate para
todo vector contravariant (VI), entence (~) es un tensor covariate de order 2. Si ~j U i vj == E es invariant para todos los pares de vectores contravarianty (U i) y (vt entence (~) es un tensor covariant de order 2. Si (~) es simétrico y ~j Vi vj == E es invariant para todo vector contravariant (Vi), entence (~ ) es un tensor covariant de orden 2.
Establish el criterion (1) E] EM Por ser E invariant, E = sea r Vi = T} Vi Sustituyendo en esta equacién la ley de transforma.cién de (Vi) y cambiando el Andice mudo de la .derecha:i (.8X).T: P-.J =TP 1 8x]Jies decir 8x) ( T-T:-. 18x] P=0 J La tltima ecucién debe ser véa lida cuando ( Vi) es cualquiera de los vectores contravariants repres- 52 CON
TENSORES;1=0 I GX que es la DE TENSORIALIDAD es decir T.k=T:-k 1 GX de transformacién de (Xi) avector covariant. ,-rn,-nl-al"'-:1 4.4 ser el theorema para el i.2 ... ip son components Si Ti}112A A }gkun ..i.2" ApVk == Si.lltlz... } q .., p . contravariant (VI() , entonces (TlthA-A-A-}q}q+1) es un ' Teorema l .l .2"" tensor Gran'.....,.-nA ...1 -~
n'h~""T" es un vector Como 1 = AY fi = 11, + el resultado anunciado. es un tensor (x - Ti), (Tj) es un tensor es tensor Por (4.2b ), esa coleccién serén [véase Problema 3.32(a)] basada en (4.2b) ).orden 2. dos vectores contraVARIANTS es un tensor contrava- Con (Si) y (Ti) como vectores Dados, que es laley de transformacion precisa para que dicho
producto externo sea un tensor contraVARIAN de orden 2. 54 OPERACIONES CON TENSORES 4.4 Demostrar que el producto interno (TrUir) es un tensor si (Ti) y (UI) son tensores de los tipos indicados Que es la ley de transformaciéon anunciada 4.5 Probar que s g = (gi) es un tensor caVARIANT de orden 2, y U = (U i) y V = (Vi) son vectors
contraVARIANTS, entonces el double producto interno = gij U i vj es un inVARIANT Las leyes de transformacién son oxr ox S 9ij = grs OXi ox j multiplicando y sumando eniyj: 8 r 8 s 8 -i 8-j utyus:rs :s _UrysUtyu X x xx _-AV - - (JiVj - grs 8Xi 8xj 8xt 8xU - grs .UtU u - grs - gij gdel tensor T = (TM)? La primera contraccién production los cuatro
tensores mixtos (T~{) (T'tD (T~n y la second proportional los dos tensores de order zero (invariant) tensores, distintos en general. 4.7. Probar que cualquier contracciéon del tensor T = T ~~ y T~~. Asa que hay seis (T)k) generates the vector covariant Podemos contraer o bieni = j o i = k. Para (Sk) == (Tl k ) tenemos la ley de transformacion y para (
U ) = = (T)a, En cualquier caso, la ley de transformacidn es la de un vector covariant se desea formar un internos o externos con contractodos distintos. de un ""r,n.n"r>-rr.C' obtenemos Los vectores contravariants como contracciones El vector (V~~k) == (S~V T~) puede obtenerse tomando primero el producto interno (SIV T~) y después la



contraccion eni = u = 1. Anélogamente para los otros de (cinco vectors) a ), JIU-"-""L"LI""-]' 4.9. == U = 55 DE TENSORIALIDAD P r obar el criterio (2) de la Seccién 4.2 sin utilizar el Teorema del cociente. Hemos de comporador que ( 1i) es and tensor covariant de or den 2 si sabemos que para todo vector contravariant (0), Tu 0 == Vj son
~componentes de un vector covariant. Partimos de la ley de transformacién de (V) [de (X1) a (X1)]: 8xsV =TU]ls8xjosea .T.VII]= .8xs 8x T VI jIS Ahora sustituimos la ley de transformacién de Vi [de (Xi) a (Xi)]: y por r en la derecha: Cambiamos el Andice mudo i por p en la o sea La demostracién se Termina como en el Ejemplo 4.4. 4.10.
Sections 4.2. demonstration of criterion (3). Hay que proba que (Di)es. and tensor covariant, supuesto que Tij Vi vj es invariant. Del criterio (1) se deduce que (Tu VI) it and the covariant of the vector. Ahora del criterio (2) se sigue que como (Vi) es arbitrage, (TA;) es and tensor coVARIANT de orden 2, como deseAjbamos verifier. 4.11. Probar el
criterio (4) de la Seccién 4;2. Queremos probar que si (Tj) es unasimétrica tal que TAij \[i Vvj es un invariant para cualquier ve?tor co~travariant (vt entonces (TA]) es un tensor covariant (~imetric?) de .orden 2. Sean (VI) y (VI) vectores contravariants arcade y formemos (W == (VI + VI), contravariant vector segun (4.2a). Entonces, 1 TAij Wi==
TA{j(Vi+ Vi) (vj + vj) = TAjj Vivj + TAjj Vivj + TAjj Vivj + = TAjjVivj + TA{jViVj + 2TAj j Vi Vj TAjj Vi vj ) de la los dos Orllm(;!rCIS te~rmlm()S del de 'U'-', .... son invariants. derecha de esa m,rarlalllte, de modo que la deseada concluzione se del criterion A ... ... "' U a¢.a¢ Usar el Lema 4.1 para rico ....... "M, ... el teorema g es un tensor de
En la notacion del y theorem del Si.lir ip .U~1) U~ 2) ... u~p) Vil Vi2 ... Vi(q) (1) (2) )q orden cero, o sea invariant, para cualquiera u(a) y estoes, } 1 h ... 1, 12 Ipe es and m,rarlalllte, con arbi trario también. Vemos, pues, del Lema 4.1 (con ¢ sustituido por (T~~~:A - ::.~k) es and the p-contravariant tensor y (q + 1)-covariant g + 1) methodo seguito en
la demostracion se sigue que el teorema del cociente es valido cuando el «divisor» is the vector covariance arbitration. This version of the theory was used in Exercise 4.13. AF,U'UUU"JIA" Use your knowledge of Demostrar el Theorema 3.2. Si U = (U i ) is the contravariant of the vector, the internos product is the covariant of the vector. Ademas,
como [1iJnn tiene inversa, concluimos que cuando U recrere todos los vectors contraVARIANTS, V recrere todos los vectors COVARIANS. Asa pues, es un tensor para todo (Vi), de modo que (TU) es un tensor contraVARIAN de orden 2. Probar que si (T~kz) es un tensor tal que, en el sistema (Xi), T~k (= 3T~jk' entonces 1}kl = 3 T~jk en todo sistema
coordenado. Letos de probar que T}kl = 3T1 jk en (Xi). Ahora bien, como estaba previsto. 4.15. Demonstrar el Teorema 4.3. Cf. problemFor the transformation lei de covariante take the matrix expression T = AsA pues, ITI = O implica ITI = O. de donde ITI = J21TI OPERACIONES CON TENSORES; 4.16. Probe vectors TENSORIAUDAD dos SI y que
ver que f) = OA Vj for a valid coordinate system (Xi). Son vectores contravariantes, comprador que (2U and 4.18. Comprobar tensor mixto 57 + 3Vi) por también lo es. el producto externo de un vector contravariante y un vector covariante es un order 2. CuAjntos tensores mixtos, distintos a de order 2 se pueden definir mediate producto externo de S
= (SV) y T = (T)k), y contrayendo poor shower weight? T] son componentes tensoriales, Tlj es un invariante. 4.20. Probably 4.21. By showing that T)kl Ui == S~I-components of the tensor of the paravector opposite to (Ui), the entity (T)kl) is an indicative type tensor. [Ayuda: Apply the theorem of mind a (M~I) == (T)kl). MAjs in general, el theorem
del quotiente es valido para todas las elecciones del producto interno.] Probar que ~i T)klSkl == U) son componentes tensoriales para tensor contravariante (SkI), entonces (T}kles es un tensor del tipo indicado [Ayuda: Seguir el Problema 4.9.] 4.23 Probar que si T)kl U kU I == V) son las componentes de un tensor para un vector contravariante (U i)
any, y si (T)kl) es simétrico en los dos ultimos subAndices en todo sistema coordenado, Entence (T)kl) is the type pointer tensor. Mostrar que el Teorema 4.3 and Corollario 4.4 equivalents. 4.25. Probar la affirmation del Ejemplo 4.7. 4.26. Probar que si un invariante E puede cheese expressado como producto intérno de los vectores (UAj) y (Vi) en un
system coordenado, entonces E accepte esa mismapresentacion en todo sistema coordenado. La nocién de distancia (about the meter) es en aplicada. A el Concepto de distance mdas en una concreta application es no euclideo (la Relacién de Pitdgoras para tridngulos geodesicos no es valida). El calculo tensorial proportion unanatural couple
investigation formulaciones generales de la distance; estudia no solio métricas no eucléas, sino también las formas que adopta la eucléa en sistemas coordinated particulars. Calculation books often offer derivations of the formulas for arc length and coordinate poles associated with such a coordinate system. Here we develop a short method to obtain
the arc length formula in all legal coordinate systems. La teoria culmina en los Aultimos caputulos con un método para different entre una que es genuinamente no eucléa y una que es eucléa pero disfrazada por las Strangeidades de un sistema coordenado specific. Las expresiones tipicas del célculo de longitud de arco en vanos sistemas coordinates
conducen a una firmula general del tipo L= f dXi dxjl g----dt dt IJ dt I (5. donde gij = 1,(x ) 2, .., x~) = (jji son funciones de las co-ordinates y L da la arc longitude a ~ t ~ b de la curve Xl = xI(t) 1 ~ i ~ n). E] EM PIO 5.1 . La f3rmula de longitud de arco para el espacio euclAdeo three-dimensional in rectangular coordinate system (XI, x 2 , x 3 ) in the
epoch, como se recordarAj: lbL-a(dXdt312)2 + (dX-)22+ (dX-)2dt- lbdtdtadXidxjb.. --dtIJdtdtEstoes(S.]la), con gij = Ex (dX1)2 + (dX 2)2 + (d X3 ) 2 = bijdxidx j Méas en general, (5.1a) is equivalent to a (5.1b) E] EM PIO 5.2.s fonts 59 60 TENSOR METRICO 3-1 (5.2)ds 2 = (dX 1)2 (X1,X 23, X =) + (XI)2 (dX2)2 + (dX3)2 (p, q >
.8);(5.3) 3-3.(5.4) Coordinates (Vease 5-1. Fig.). + (dX2) 2 + (dX 3)2ds2 =(dX1)2 +2cosexdx1dx 2+ 2cosf]dx1dx3 + 2 cos 'Y dx 2dx 3 (5,5) en el 5, 9 N/A 3tese que la matriz (gi) que define la en afines coordinates. for e-mail(5.1) se en la proxima section Uv''"'""'""""" e]UClloe:aesno,. .. ... Aunque ha sido a distancias no euclAdeas. .........
" AGAg-... THIT Aj;.,"Vu . A v A 1 A A ..y /////1x5-1 Sea g = (gij) un campo de matrices tal que en todo sistema coordenado (Xi) (allowed) y en cierta regio'n (open) del espacio satisface: 61 TENSOR METRICO A. C. de los > O para C'.se supone una los vectores no nullos arco para una curva CC: Xi = = s= +1 A3- 1 segA‘—’n
que A3 dx j g .. IJ du EL se del vector se pueden usar valores absolutos en vez mAjs comforte en las algebraic manipulations. dx (dt IJ dt .1..11.." ........ . 1...1".10.., .. " ". "'r. AsA que escribiremos interno con el tensor ... ... """ ... 2. Riemann con ser generalizadas para ..."', .. ...... , -t, ... cambios de signo en la norma de and vector IIIIII=~= (E = E( ) es
la1",,..,r>ra.,., indicatriz (Secci 5,3) B° IIII ~ 0, but it is possible that IIII = pair V i= O; Problema 7.8) Sies el ro""........ ..... ,.... tangente a la curva Xi = Xi(t) (a ~ t ~ b) gives the formula (p. 5 la escribirse como =1' L= El .......... "t '-' entre vectores que se la nueva norma """ n-t~~c no nullos se UV cos I dt todavia por (5.1 (7.1) supuesto (7.2) e =
IIIT I VII 97 98 RIEMANNIAN GEOMETRY DE CURVAS que ~ Entonces IIII IIVII (la desigualdad de Catuchy-Schwarz es vilida para Uye es un nAmero form VJoLIIIC) .]lAi;;; "U-U. real unAvocamente determinado en el intervalo [O, n] > [IIIIII IIIIIT (la Cauchy-Schwarz no es vAjlida). Ikl > 1) e, todasputs. Por convenio, siempre e = {i In (k + jk2=1)r---
::--n+iln(-k+ k> 1 k < -1 que tiene el comportamento adecuado en el lamite k -? 1 + Ak-?-1- EJEMPLO 7.1. sus tangentes) En los puntos de crossinges, hallar los Aingulos entre las curvas (es decir, entre (t, u, re, ales), si la metrica riemanniana es [ Esta es la metrica de la Relatividad Especial, con x 4 = (velocidad de la luz)' (tiempo).] Las curvas se
cortan en los puntos P(1, 0,0, 1) YQ(-1,0,0,10.2) = (dx~/du)p = (1, 0, 0, - 2u)p = (1, 0, 0, -2) since (7.2) 1(1)( 1) + gives 1 (0) (0) + 1 (0) (O) -1 (2) (-2) cos8p=-Tr====~====~==~====~~T== = ~====~====~====~]8d1(1)2+1(0)2+1(0)255~~31(2)2]J82[1(1)2+1(0)2+1(0)2-1(2)21JY8p=1iln[(5/3)+ (5/3)2-1]
=1 3. Ana | logamente calculamos (para t =u = 1) UQ=(1,0,0, -2)=Vp VQ = (1, 0, 0, 2) = Up de manera que 8Q = 8p Si no se exige que g sea definitiona positiva, una curva puede tener longitud nula. 99 RIEMANNIAN GEOMETRY DE CURVA S En la metrica del Xl para O ~t ~ = 3 cos t X 2-"-'i,a¢ .1.UIf]'V 7.1 Considerase la curva = 3 sen t = 5t largo
dela curve, l.iddXt) ((-3sent, 3cost, 4,,5)j2222dS")2dXidx (dt=gl]..-dt-dt=(-3sent)+ (3cost)+ (4)-(5) =0 8-luego la longitud del arco es L= t' O dt = O Una curva es nula si ella o algén subarco suyo longitud nula.es decir, que consite de mA s de un punto y or a and intervalo sub arcono ¢ ~ t ~ d, donde ¢ < d. Una curva es nula en
un punto si para algun valor del parametro 1 : el vector tangente es and vector nulo, o meer El conjunto de valores de ten en que la curva es nula se lama el conjunto nulo de la curva pero una curva de longitud cero es necessarily nula en todos sus puntos and port tanto eszero curve. El Ejemplo 7.2 da una curva asa. EM 7.3. En la de Riemann's metric
la curva (X1, x 2 ) = (t, It 3 1/6) pose un subarco nulo que hace que la longitud de la curva sea mucho menor de la esperada. De hecho, como dx 1 /dt = 1 Y dx 2/dt = &2/2, donde (j = = 1 ja es positivosit ~ O, dXidxdtdtj8g..--=8 1] [ (XI)2 1)2 (dX dt Puesto que la candidad que sigue a la indicatriz es no negativa, t 2 (jt 2 = Osi t ~ O. Port tanto,
999L=f 1Jt2-&2dt=fO _1P 8=+ 1 en todas partes Pero notese que [999 dt + Jo O dt =fOj2 1 (-t)dt=-21t2/21~1=j2/2 ~ 0.707 La interpretacioas en coordenad (X rectangular) de arco Para una métrica definita positiva, el parametro longitud de arco s esta bien definito por (5.6) como funcion crengente del parametro t de la curva.DE
CURVAS (7.3) s'en so, la ..... nuestra a curvas JIJ".... ,F, ...".I1 .. uennllCI(Jm 3. ' - '. .... ... JLJ1 .... 'V sea rVrI'HUI' rv - Una curva se lama regular si no tiene Duntc>s nullos (o sea, si sea necesario para el que las curvas sean ,rl"",0'JI""Al nuestras curvas son de clase la ~: Xi = Xi (S ) Sea una curva en .... "A -... ..,...".... i T == (dxijds). Por definicién de
longitud de arco, s =y "'11-.. "" d.ll~erenclabllldlad. ""V.!L.JULJIJIJIJI'VU"' JIVA.'F,JI'.uu. tan como basta exiger EJ'"'JIJI'"']JI...... ""'.! de arco Su campo tarlge:nte J: IIT(u)11 se 1 = IIT(s)ll, de modo que Cuando no conviene o no es possible pasar al parametro s, 1>"""..... el vector Tangent U = (dxijdt): 1", .... nr111"1 a¢ .rI 111141.rl1"a¢ .r1I end todo punto
de ~. por (7.3), obtener T ..-11", - ( 7.4) En el Problema 7.20 se 7.1. el util """"'0111'",1"'1 La derivata absoluta del vector tangente 11 .. ... 1"'JI... ".,. Torthogonal and T. and vector orthogonal al vector ~ Asociado a cada curva si existe éste; que definirse dos maneras: como el normalizado de (2) como cualquier vector derivable unitario orthogonal a T
y proportional a cuando I16T/A3s11 "# O. Esta A°ltima es global y se a una familia de curvas mAjs. . ".. .... "'~ = {2 (t > 0). Anthony, clearly X2 t2 -t I (X )2 -tJ[[Jt 2 2t -2 [1 2t] [ _t -t + 2t O) con la meétrica del ce, 3] =t 2 (4t 2 3) - que , para t positivos, se anula solo en t = .j3/2. 7.4. Calcular la longitud de arco de la curva ~ del Problema 7.3 desde Xl =
De nuevo, using t = X1, = O hasta observant que dxi dx j dt < O 9 ij Port tanto, L= JI Jt:t 2 (4t 2 - 3)dt= 0 =- 1 (3 - paraJ13/2 O<tA,,,.,.rJfJ:r'... u.uc .... ,,,. En casi ya que a cada suceso se le sigue se que O y (] una maneuver de Slnlplilc:aCllon en el instante COIllIC:AjO(meaa, de tal manera que los ejes x lo de sus ejes y, z, coincidan. En la los 12-2
(b)). Postulados theory of relativity: Las Fisica son las mismas en todo sistema inertial. Invariancia Constantes a~ tales que (12.5) 198 TENSORES EN RELATIVIDAD SPECIAL z i y Liea del movimientoy x (a) yy (9' (Di O O ~~ X--- - - -——-~--~X z i (b) 12-2 Matrices y transformaciones de Loreniz The invariance of the equation of the light cone (as a
consequence of postulation (3)), puede expresarse como (12.6) donde goo =1, gll = g22 = g33 =-1Y ¢gij = O para i =1=j. Substituyendo (12.5) en (12.6) se savede (Exercise 12. 4) (12.7a) o en forma matrixial, (12.7b ) es decir, en detalle, (ag)2 - (a%)2 - (a6)2 - (a6)2 =1 (a])2 - (a])2 - (a;)2 - (a])2 = - 1 aa] -ata] - ara; - aAiaJ =0(G=1,2,3)3G-1=j199
TENSORES EN RELATIVIDAD SPECIAL la Es la de para un group de la se dice de la se dice de Lorentz si U na Definition. ....1........ "o group vu. .... "".v Lorentz matrices,..,.,.",,,1"11",,..,,,,,,, matricial. Metric RE Si definimos gij == gij para el system ( Xi), entonces (12.7a) se convertoire en grs = gija~a~, local Lorentz. de se elige COITIO (12.8)
Supongamos que O y (J han alineado sus ejes x, y, z. Entonces, cualquier cilindro round recto con eje sobre la lenea del movimiento relativo debe tener la misma equacion en los dos sistemas; X2)2 + (X3)2 es invariante Se deduce (problem 12.11) which is the Lorentz transformation for the situation associated with the form XO= agx o + a ~ Xl == axo
+bXIXl=alXO+alXl==dxO+ex11!F:A°2 {x=X2x3=(12.9) x3 Por (12.7), ab-de = O ( 12.10 ) Consider the coordinates que Oy (]asignarAan cada uno al origen del otro (Problem 12.12). ), vemos que d= -(v/c)a== -f3ay (12.11) a=e (La notacion f3 = v / ¢ es habitual en RE) De (12.10) y de ser a > O (pues a mbos relojes suponemos que
avanzan en el mismo sentido), se sigue que a = (1 - £32)-1/2 = e (12.12) Port tanto, la transformacién de co ordenada s accepta la form simplified XO-f3x 11 ~-f3x0 + Xl = -f3XO =f/: XIx2 =X2x3 =x3-f3~05eaA=1~0000000 1001 (12.13) SPECIAL Toda matriz 4 x 4 A°’A° A°°ba 010 001 A= ...... 'L'u""'Jlu'U'u = 1 se de Lorentz por A
se recupera como f3 = - La en la Por el Problema 12.9, la inversa de una matriz1 A-1 =a-bb O O ade Lorenzes OO OO 1 O O O O que es a suvez una matriz de respondente a un cambio de signo en {3. [Si la velocidad de {j respect de Oes v, entonces la de O respect de (jes -v.] U n teorema de: SC(]lmlllmaCJOn La ejes Teorema 12.2. de una
adequada de 12.14 y 12.15.) SIITIpllltIClif de Lorenz LIJI'-JIU-.1lj'U.L L*es andb= por -] (ag)2 - 1, YY L = (a}) tiene la Representacion L*R 2 = de Lorentz con a = lagl = sag y son Lorentz matrices orthogonales definitasyr's'e 1 = (1, 0, 0, s' = (0, r' = (sjb) a~, a~, a~) == (0, s y elegidos para completar una matice 3 X 3 orthogonal [r L = (a}) conecta
dos sistemas .. AA ..." .. ,., ........,.,,"". s entonces la velocidad relativa entre ambos es 15) Contraccion de m..... II'Il, n-iill-nrl.:..." .71' Para azstarlcUls en (Japarecen al v"".v\. -,,uu u ~. /m71"0f'f"""'1V! que , ","U,CIL1LUI U1L\", 11, > Si el sistema (J se mueve con velocidad O con al 1HIII, tfll71A 71711ID observer (J aparece mAjlenta en velocidades Si (J tiene
la a la RE ensena que 4-Vectores Comenzamos con la velocidad y la r>,"~'t."el como vectores contraVARIANTS res:oelcto llamaremos desde ahora 4-vectores o +.... "'ncdf"., -,...". " "de acuerdo con la habitual usar la"" ..Aj;;., ...... "ML L e A, .. VU, IMULI'UV I"'r>.".... donde son las COIVIrWI Om ?nttf?S e;S[)CIlrClCUes 3, salvo
contrario. elolc:ullad y En el A Ii.n.n no relativistas inertial y, z), si una X: description la curva de clase 202 'h..>"-)".Il'\..a.;,t] Tenemos las ...... JUN.I".~ .."EN RELATIVIDAD SPECIAL ClLAjsicasidx) == (e, v) (17] = (dtdondev =y {j = Ilvll =17)]J v~ +v; De hecho (Exercise 12.22), si (v] y (aJ son las quantities anilogas en (that is, (12.13)
proporciona las relaciones Vo = e = Vo (12.19) (12.20) Las relaciones inversas se obtenienen ripidamente sustituyendo v por -v e intercambiando los terminos con y sin barra Por ejemplo, la sequnda formula en (A2.19) se invierte como que es precisely (12.16) aplicada a .... .. ,,, 11-""'nli1"""" ' ~""""a curva V1 vel~()ci~lad jf', = Vx YV 2 = Vac¢ y
escogiendo ahora el parametero o sea (12.21) donde, como siempre, {j < e. El nuevo parametror (una distance dividida por una velocidad) se conoce como tiempo propio de la particula; por el Problema 12.23, un reloj fijado a la particula (y port tanto acelerando y decelerando con ella) March. ) SPECIAL TENSORS EN 13) en se fi2= Las
1~nArt~nT,3~ HlernHlaCles =0 se demuestran en el 12.24 Y el 12.25 etablece siguientes -'-'-'-'--'- "",..." que connect los valores numéricos las components relativistas y no relativistas: ui Vi =----;,==== (12.26) Sistema en reposo installtalleo En el Instante t = tI' la particula que se mueve sobre X posicion Instantdnea y velocidad Instantanea b(tI)'
Un sistema en reposo Instantdneo para la particula es un sistema con su inercial que se desplaza con ve1001dad b(tl) a lo largo de la tangente a X en origen coincidiendo con en t = tI' Véase , no varia a lo largo de la trajectory X. '~------~---------—- y ,x 12- 3 204 TENSORES EN RELATIVIDAD uniforme Un electro lanzado La version adecuada de la de
Newton en RE "e>"..-"ro rI""."""" rI'""' del,,,,, ..,, ",..,, ,,1",,, de mass. Mass en reposo y Mass Relativist La Mass en reposo de una en cualquier sistema en repos o La mass re lativista de una ft"II"""" e 71 0, I u Newtonsch... " '..., VeiogiUL:1.U e~;pW;';Ial v (12.27) donde mes su mass en reposo. Como muestra el conservation of the
moment. M o mento y IJ'r', JI.J], e; ill, .... 12.27, (12.27) es colselCUe~nc]Jta de relativistas El 4-momento se defined en RE como (12.28) y la del 4-momento:(Fo, F-o0o =dpO-d (-me JI (Pje) (12.29) 2 la velocidad, la fuerza se convierte en tensorial al introducir un .. (fuerza de en RE is defined como.lI.V]I. ...... Li"V =(~A1) De (12.21) se deduce la
relacién (12.31) Las siguientes identidades para las ....... “II...... ,,~'" de Lorentzy .. problem 12.29: =0=1evK1Fo=-vFev....... 'V se en el Pro- (12.32) TENSORES as "" 1 '"1\'""11"0" 'JI de una RELATIVIDAD SPECIAL que se mueve con velocidad v. el limite v -+ 0,pasa E= Esta es la famosa en reposom de Einstein para la bre: velmejnte a
observar y en reposo E una con masa effecta la de la RE a las un nuevo de matrices que serAjutil al CAjlculo vectorial y transformaciones de Lorentz Parala .,., ... .a,1- .... H ~" de la todos los ,H,U..LVV"'V0 Christoffel son div (12.35)y2a(..) =gll..afgll-.= = Df =-axlaxl 2 afa2 fa a2 f-(@ax0)2-(ax1)2-(0X2)21a2fc2at2-a2f-(12.36) En
RE el.. . ~JJI.se means D, con V 2 rese rv ado para su de Df es invariante bajo en el Problema 12.31 la de escalar tiene la misma forma, Df = 0, en todo sistema de retlere:nC:la ..... RO SR J1 . H-'JL/V]JL.'-JLI""'"'-' We introduce the differential DO = (12.38) es a awo/ at = c div w.® como 206 TENSORES EN RELATIVIDAD SPECIAL Ecuaciones
de Maxwell en de sucesos V2-V1[fUl44 == U3U2U10U30V2V3-U1-U2-U3L{jJ44==0 U1YV = (Vi) par de 3-vectores U = En primer lugar, introduccamos para matrices antisimétricas O -U 2 U3 O V3 V2 dos (12.39a) O O La segunda se obtiene de la primera sustitqyendo V ~ - UY U ~ como estas sustituciones constituyen una anti-
involucién, es decir, fu = - fii, las dos matrlx se dice que son duales una de otra En terminos de Componentes Individuales (e pqr stands for permutation of order 3): fij = fjifOq =-vqfpg=-epqrur(12.39b) q fu = - J;Ajlog = u = epqr V hq donde ja, j ~ O Y p,~ L. En el Problema 12.32 se demora que esas matrices son tenzores bajo transformaciones
se nullan en todo sistema inertial). de Lorentz (supuesto que las divergencias de cada Ademas, esos tensores tienen las propiedades (Exercise 12.33) OfOi -. = ox J QJ~i . -dIVV -.= ox ] dA-IV U (12.40) y) (Ofl~, oxox]ox] =rot U+ ~ oV ] e (12.41) ot Ahora veremos como pueden extenderse las ecuaciones de Maxwell en el vacao, (11.19), al espacio-
tiempo via tensores duales deese tipo Las syn: oHeot1 + -=0divH=0OrotEdivE=protH-10E-eotp=-e(12.42)v (12.43) velocidad espacial clésica (12.17 ) de la distribucao de carga p. Definamos por donde v es (12.39) los tensores O Ji' = [F'j144 == [ H2 H3 :# =[Fijld4 == O-El-E2-E3-H1O-E3E2EIO-H3 H2-H2 E3 0O -El-H 3
-E2 E10 (12.44) E2 H3 O E3-H 2 O 207 TENSORES LV RELATIVIDAD SPECIAL' y como Eny-.=0]J 8xdevypporla....... wr eeenresn.- P € (V& ase mente como 12.52), las restantes ecuaciones de se expresan tensorial- Las ecuaciones (12.45) son of las ecuaciones de relativistas, valid as de Sy inertia kme No. Como F es antisimétrico, tenemos
de (12.45Db): o sea asa que el vector covariant (s) obedece la ley de continuidad (12.38). EN 12.1. Calculate 8 y ds para los pares de sucesos: (a) El(5,1,-2,0)yE2(0,3,1,-3),(h)EL(5,1,3,3)YE2(2,-1,1,1),(e) E1(7,2,4,4)YE 2 (4, 1, 2, 6), (d) El == flash de luz en Chicago at 19 hours y E 2 = Flash de Luz in San Luis (400 Millas) at
19.00000061 hours e) Determinar en cada caso el tipo de intervalo. (a) 8(Lls)2 =52 - ( 2)2-(-3)2-32=25-4-9-9=3, Thenlls =(b) 8 (Lls)2=9-4-4-4=-30sealls8(LIs)2=9-1-4-4 =0sealls=Cone=186300 mi/s, 8(LIs)2 = (0.002 8 = 1. De tipo tiempo , espacio, luz y tiempo, (e) (d) (e) 12.2=]J3y8]J3y8=1.=-1.0y 8 =1, 196e) 2 -
(400) 2 ~ 7375 mi 2, osea Lls ~ 85.8 mi. probability (a)simultAjneos t1enen mtervalo de tipo espacio; h) successful coposicionales tienen intervalo de tipo tiempo; e) el intervalo entre dos flashes. de luz es de tipo luz si son snnultA,neos para un observador situado en la position donde se production uno de ellos. 208 TENSORES EN RELATIVIDAD
SPECIAL I".."""'JIr>A-,roln otro la de edad entre los dos el viaje. IL1U....... L0 L 214 TENSORES LV RELATIVIDAD SPECIAL de aceleracién moV1miento con velocidad aceleracién 3c/8 Constante). Estos letteren a cuatro aA+os de un reloj terrestre, pero para el gemelo del espacio, que mide intervalos de tiempo propio (mAjcortos), el lapso de
tiempo es (f3 = 3/8) ,-,,,-" -".H.A,",,, 4)1 - (3/8)2 ~ 3.71 ainos AnAj logamente, los 40 aA+os terrestres de crucero a f3 = 3/4 correspondent a and intervalo de tiempo propio 40) 1 - (3/4) 2 ~ 26.46 years AsA pues, el gemelo del espacio ha envejecido 3.71 + 26.46 + 1 ~ 31 years, and el de la Tierra ha envejecido 4 + 40 + 1 = 45 El gemelo del espacio
regresa 14 aA+os mAjs joven biolA3gicamente Aunque las aceleraciones and deceleraciones entre los dos gemelos 12.18 Comprobar la consenciencia de (12.16.) Resolviendo algebraic solution for point V2 en de V 1 Y v 3, point verificar asA que V 2 observes la regla correcta de composicién de velocidades.itll11.01r, "- Des Vipe2jando" (12.16) bajo la
sustitucién 12.19. + V3 == 1-ViV3/C 2 (Vi' V2,V 3) -+ (-V1' V 3, V 2) Una fuente luminosa en O emite un frente de ondas esférico (Fig. 12- five. a) que avanza en todas direccién con velocidad e; alcanza los estremos de un diAjmetro AB centrado en O simultAjneamente, segA°n observaciA3n de O. Pero en lo Consultiente a 0, la onda esférica,
centrumda en 0, se mueve con A©] (invariancia del cono de luz) y , Port Tanto, Alcanza El Punto Bantes Cue El A. Calculator la diferencia de tiempos en el reloy de esos dos sucesos (llegada de la luz ay and A) si f3 = 1/2 Y si AB = 6 m. A° Como AB = 6m y O es el punto medio del segmento AB, O asigna coordinadas espaciales B(3, O, O) YA(-3, O,
0O) and los extremos. La luz tarda 3/c segundos en alcanzar A y B, asa que O calcula las coordinadas temporales como XO = c(3/c) 3 m. Las coordinadas espaciotemporales de los dos sucesos syn, pues, E B (3, 3, O, O) Y EA (3, -3, O, O) Substituyendo estos valores y f3 = 1/2 from the basic equation (12.13) we get tA = 3,j3/c. Luego, I1t = 2.j3/c (en s),

whileA/lt = O; Vemos que la simultaneidad no es invariant Lorentz. (b)~. (a) 12-5 tB = .j3/c, TENSORES las De acuerdo con la Seccién de Lorentz "'.... b1O O O O 1 O O O RELATIVIDAD SPECIAL parai=1,2,3.JlJlL.n",,,,,+ +a20az0000albl++ala2000000yeala2alazaa-1-2+-ala2ala2V3=--—- Composer VeJOClloa.o ..""
".... LAj-,,,... .Aj-"" que sea el 90 % de la De 2v Resolviendo esa ecuaciA3n cualonmc;a, 13 VELOCIDAD Y 213 132 o0sea~ -1+ (a comparison with el valor newtoniano EN RELATIVIDAD r1'--' .. IL:.I..IW1I.;].1I...... c"1'--'.1I. 12.22. Lorentz para la de a Para Sl1IIplltlc~If nota,clOltl.seay == (1- 13 2 ) -1/2 t y using la e = y(c-o more de la cadena: dt Ahora
derivamos las tres dltimas ecuaciones: dt _ dtv=v-=YY Vz = Vz y(-v+vx) y(l - vwx /c 2 ) vy di y(I - vvxfc 2 ) dt vz~ Vy~ =--.C:..-..:..-—-A""" 1 -vxv/c 2 z=zVX-V 1 -vxv/c2".." ", .... ,.... ylaenel 216 TENSORES EN RELATIVIDAD SPECIA L De r ivando las The formula for 12.23 cm:np~Dm~ntt~s az de la velocidad que acabamos de se duce como la

de ay, con y reemplasada por z en todo. Demonstrar que si la curva de movimiento en el system O es el recorrido del propio O, el del system O (el reloj que se se se meeve con la particula) mide el tiempo propio. For (3) Exercise 12.4, X O Xi = agxo - a6 x| - a6 x2 = a3 x3 x2 -a?x0 + alxl + ar + afx 3 (i = 1,2,3)bien, el movimiento de (J relativo a sA
mismo es obviously Xl = X2 = da la Trayectoria de (] en el sistema 0, con paraAjmetro u = la Trayectoria es t. x3 = O. Port tanto, Port tanto, el 12.24 Deducir las identidades ( 12.25) ).Por (12.21), y de aquA, Deducir las ffrmulas en (12.26) en el cual se descriptas la curva del movimiento Como el movimiento es a del lojelar = es a del lojelar consto
(supuesto ax > O. velocidad InstantAlnea de la partAcula); asA pues, de (12.20), (1) Puesto que tI es arbitration, (1) debe serv vAjlida para todo t. Denotando X, x ( ==at Jc2 _y2 (4) (donde hemos tomado la velocidad inicial equalada a cero). Despejando y en (4) (supuesta positiva para t positivos) e integrando entonces la equacion x = y(t), obtenemos
o sea (donde también la posiciA3n initial se ha tomado como cero). Esta es la ecuaciA®n buscada, Que presents una hyperbola en el plano xt. To compare Newton's equation and the parabola 2 x = lat ¢ FUERZAY 12.27. 'UIL....I.! II""Ul'ALLi>. RELATIVISTS Prob ar que para una partAcula Cuya masa en reposo es my que se mueve con velocidad m= -
v2 jc 2 )-1/2, consider experimenting. v, la masa observada es 218 TENSORES EN RELATIVIDAD z i B2Q \ x\ (5 gy (a) y Ji y Antes del Impacto (h) Después del Impacto cada observador O y (j de masa en reposo m de tal Inodo que ~' .. e T PVALLIIA-" en t = t = o oregenes VA©ase Fig. 12- 6.Calcular el x recAprocas B en la direcciA®n x
positiva y en la momento sistema antes y despuA®©s de la colisiA3n (que es conservado), y lo que ve cada the observer segén las ecuaciones de la despuA3n de la ecuaciones. C>A"""U'-"" ""VA.A"'.","AA,", Los vectores velocidad V1V2 de las bolas Bl y antes de la collision son, obsservados por O, O) = OY (v, O, O) = El observador (j calcula esos
vectores como vl = (-v, O, O) Y V2 = (O, O, O) (cf. the reciprocal of o using (12.19) ) ) v2 = (-8, -], O) Para hallar V2, usar la inversa de (12.19), conVx =-8Yvy =-]J: + -8+V) = (1 8v/e 2 1 + (-J~) 2 1 - ev/e Asi pues, el observer O calcula el vector momento total del system como sigue, using la como m1 Y la «masa percivida» mde como m 2: mass en
reposo m de Puesto que O estAj utiliza ndo las leyes universales de la FAsica tal como se aplican a su sistema de referencia (Postulado 1 de RE), los dos vectores momento anterior deben ser iguales. Port tanto, V-8 mv = me + m- -- 219 TENSORES EN and 4-vector Matrix de Lorentz coordinate reSDelcto '-'UJ"""'L'~ "-''.e1 0 1 1/)3 -1/)3 -1/)3 O -1 de
T es and invariante transforma- Verificar la firmula de cO1nposlclA3n de velocidades: las dos matrices de Lorentz que calculando a de (12.15) las velocidades a esas rada que las tres velocidades obedecen 16). matrix y and su L1 = 12.45. 5/12 00 5/12013/1201000-15/8017/801 00 0 17/8 15/8 O O Lz = y ambos con velocidad c/2, A¢a Dos
elektronis 14nzos en uno del second? relativa se velocidad Probar que la CO1npOSI'ClOn de dos velocidades menores que c es también menor que ap 12.47. Cudnton::soe:cto de and 12.48. Estaclonano a reloj que A los 20 afios de edad a astronauta el espacio. Los dos afios su nave acelera A3 ....... e .., ... de 0.95¢, con la tras 25 afios de alcanza una
decelera durante afios. Tras durante dos mismo metodo a la ida. What is an Edado Astronaut? (Usar una velocidad de 80 con velocidad 2¢/3? en la Tierra a eXl)lorar hasta una de crucero remotee 23.75 afios luz. JLPLA-"""UL'-"" regresa a la Tierra por el se reencuentra con su hermano para los ocho afios de ace:leracl,on] u.u...... u..... . velocidad ha de
correr un saltador de dentro de un lJa:rra.co:n.y 11 pullQ;au:as nh'~""1""")jrin1" en de 10n,gnl.ILG suelo para email 12.50 Alternative definition of movimiento uniform acelerado es la de movimiento de Lorentz Constante. que ambas defibrillations ,syn para m()vimllent:o one-dimensional. 12:51 probable 12:52 probabilities and 4 vectors. TENSORS
EN 12.54. Definamos la o ff esté relacionada con (J) mediante o sea, and la = G(J)G. Probar que las ecuaciones de Maxwell es(:ntnnAje en tA©rminos de la matrix (J) como =0 12.55. E10 O 1 - (ffff - ffff) 2 12.56. Verificar que para . #(U, = A.#(U, Lorentz 12.57. = O P3 ** O P1 O tanto, no rotation de ff(U, donde B = A-1, Yes and contravariant
tensor "HAJLI.H'",,, =0 para toda B == Tomar de traza nula con todos sus elementos cero, con todos los = 1 (a =1= f3; sin presentaremos la verSlon sin coordinates, de los alternativea a la versién en coordinates y components... Ello required j una matematica algo mas sofisticada. "JU'-'-"'-""."-"""" E] Ajlgebra permissione estudiar sistemAjticamente
relaciAn algebraica entre niimeros reales (escalares) yentes un typos de objetos (vectores) Los vectores pueden ser matices, n-tuplos de n®meros reales, funciones, operatores differentes, etc. reales, dede un grupo etc.) y minisculos en negrita para los vectores (como en capAtulos anteriores) Ne obstante, estos ultimos cederAjn gradually sugar a
mininusculas normales no sA3lo en aras de facilitar lektura, sino para adapters and la notaciA®n common en muchos textos. The vector concept of espacio requires the distinction between escalares a, b, c, ..., y los objets a estudiar (vectores), u, v, w, ... Identificaremos siempre los escalares con el cuerpo de los ni real real, real cualquier campo
servirAa para construir un espacio vectorial abstracto. eSJJlaCllO vector En tiirminos de dos operaciéns binarias, los axiomas de un espacio vectorial son como sigue. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. Axioms of the sum u + v es siempre un vector u+v= v+u + v) + w =u + (v + Existe un vector O que u + O = u Para cada u there is a vector -u tal que u + Axiomas
del Iflwf.ldurtn por a' == au es siempre un vector + v) = au + av (a + = au + ( =0 Scalar 9 ) una Variable t) de grado n o menor. Si = (aAj + bAj)tiy r' p(t) = (raAj)tA;. (b) () TENSORES SOBRE VARIEDADES == las funciones k veces continuament Differential Differences Ck en los reales). Para definir + y " escribir f(t) + --+R los reales == las
matrix n x n sobre Si A = (aAj) y B = (bAj), la sumay el porA+ B = (@Ajj + bij) YrA = (raAj).por a Los axiolnas 1-5 /L],.... VJIA], ..... ase...f:YrEnlael ""UIAF., AA .... 1. 2. 3. 4. 1 Existe un Para cada u = ue = et tal eu existe un elemento utal que uu- 1 u. = u- 1 u = e. He aquA algunos grupos de frecuente apariciA3n a) Los reales R con la suma
ordinaria y los reales, el cero el cero, con la multiplicaciA®n ordinaria b) Las raAces cubecas de la unidad, = {1, ro, ro 2 }, con el producto Regular de ntmeros complecos donde= 1+ Los Grupos de Este tipo ce llaman ciclicos y ce suelen denotar por ciclico de son abelianos. aDtmano but not P111HV:::Aj IpA ntp = S2 = b2 = e, b = us la ley associativa
del cAclico de cuatro elementos pnJOlICH]. con sum matrix. (e) == lasso matrices n x n Reales, no special elements, con el product of ordinary matrix. Es el lineal (not Abeliano). de estos son: n x n orthogonal matrices, y en la Seccién 12.3]. (f) Basin tiene dUneirlSztm R) contains many important groups (llamados == las matrices n x n reales de
determinant + 1; = las matrices n x n de Lorentz [véase la defini-complejas, no singlees, con producto maticial normal. Inconsistent en todas las n x n matrices are unitary according to the conjugation notation cmnp.le]31). 227 CAMPOS DE TENSORES SOBRE VARIEDADES 1 vectores o, es una para Rn, O ~ i ~ n. (3) El Problema AUUH............
Isomorphism y en = O, ..., dll111erlSICIfl final number n + 1; una base Viene Dada Por es de Dimension al Que base canonical. vector de apjnC~ICI~om~s O, ..., O, 1) J'VAUL'VUU'J>] linear y'. HU"'Ji. """'A se caso de espacio sobre (13.1) y Producto de eS]J, aclos vectoriales Si U Y V son dos espacios vectoriales, el por los pares ordenados conuen Uy
ven en suma y producto por un escalar + s) = Cartesian ordinario U x constituido se convierte en espacio vectoriales ael[llllenao + r, g + s) y Tal espacio producto se denota U® si U = escribimos U® V como U 2. in general, el producto de espacios vectoriales , definirse fa j cilmente como antes y se denota el ® A® A® ---A® Vk-Si=V2=.-=
(Esta notaciA®n suele emplearse tambiA©n para el producto vu ..... " "3 ¢ v se denota por dos espacio vectoriales, nocién que no trataremos aquA.) se lama de todos los funcionales que aplica Una application lineal de un espacio vectoriales V en los restos Tuncwnal lineal o I-forma. Como en el 13 constitutel un espacio vectorlal a su vez, con todo
vector de V en el O de Definition 1. v ........... a¢. v V* de todos los investido con estructura de espacio vectorial por escalares definitos punto a punto del modo usually: (f+ g) + (Af) = Af(v) 228 CAMPOS DE TENSORES SOBRE VARIEDADES Ya que todo funcional = linear sobre aj expressarse como una de las para cada i,' el funcionale queda
completamente determinado por la (al' a2, ..., a, ] Notacion differential: 1-formas Asa pues, diferentes funcionales equivalent of n-tuplas, como y se representative Habitualmente los funcionales lineales por la notaciéon compacta de l-formas: Pero ¢por qué dXi para lasordinates?La motivaciéon hay que buscarla en la geometry diferential.xn) en R n
tiene gradiente VF = (oFjox i ) y derivata direccion (en la direccién (dx1, dx 2, ..., dxn)) oF 0 1 2 dF=-dx +-dx 21 OX OX + ... oF +-dxn n OX que, en un punto concreto del espacio , es una I-forma que define non-functional linear sobre Rn (es decir, el conjunto de todas las direccions). mos también que, como en el calculo ordinario en una dimension,
dx = /].x == un numero real no definite not necessarily pequeiio. EXAMPLE 13.4. (h) (a) (h) (a) Hallar en la imagen de v = (1, 3, 5) bajo las l-formas (funcionales lineares) + (v)? 1.3 + O5 =4 AgCuél es la relacion entre ro(v), o-(v) y (o 3+ O=1+4+9-5=6 (0 +0-) (v)=61+23-1.5=6+6-5=ro(v)+0-(v) =1+ 6 =7 = (ro + 0-) (v) roev) =
10-(v) = 2.1 + 3.3-1. 5 = 2 7 Para spacios vectoriales distintos de R n convenimos en utilizar el procedure del Ejemplo 13.4 sobre las components de los vectors referidos a una base prefijada williaria. Esto es, para evaluator la imagen de v =vlb 1 + v2 b 2 + ... + vnbn == vibA;j bajo la 1-form A°] = aAjdxi, write simplemente (13.2) Una lectura dual de
(13.2) ofrece una mejor comprension de la relacion entre V y (entre vectores y 1-f I-f



